Chapitre 2

Introduction

Cette présentation résume le contenu des section 1.1 a 2.3 des notes de cours.
On se concentre sur les notions élémentaires des espaces vectoriels, dont la notion
d’indépendance linéaire, la dimension et I’orthogonalité.

1 Sous-espaces engendrés

Combinaison linéaire

Définition 1.1. Soit une famille de vecteurs iy, s, . . ., U, € V dans un espace vecto-
riel V. Sicy,ca, ...,y sont des nombres réels, alors on dit que le vecteur suivant

U =ity + ety + - -+ + cpiin

est une combinaison linéaire des vecteurs iy, Us, . . . , Up.

Définition 1.2. L’ensemble des combinaison linéaires de iy, o, ..., U, €V, c-a-d

{17 S V’ﬁ: iy + cptlp + -+ + Cndn} )

se dénote

[Ul,UQ, s au’rb} .
Combinaison linéaire
Théoreme 1.3. Le sous-ensemble [ﬁl, o, . .. ,11'”} de V est un sous-espace vecto-
riel. On U'appelle le sous-espace engendré par i, s, ...,u, € V. Les vecteurs
Uy, Us, ..., Uy s'appellent les générateurs de ce sous-espace.
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Combinaison linéaire

Exemple 1.1. Soient les vecteurs

(1a _27 1)7
iy =(3,-1,2).

53
=
I

Déterminez si les vecteurs suivants

Ujl :(725 767 0)7
u_j2 :<_1a _67 1)a

appartiennent a [y, @2]. Si oui, trouvez ¢; et o tels que
W; = c1U1 + calls.

Combinaison linéaire

Exemple 1.2. Donner une description par contraintes du sous-espace vectoriel [, iis] C
R3 ou

’Jl :(37 07 _Q)a
iy =(—1,1,3).
Combinaison linéaire
Exemple 1.3. Trouvez des vecteurs i, o, . . . , i, € R* tels que 1’espace vectoriel

P= {(x17332,$3,a?4) € R4‘$1 + 2w + 3x3 + 44 = 0}

soit engendré par i, . . ., Uy,.

Indépendence linéaire

Définition 1.4. Soit une famille de vecteurs Uy, s, ..., U, € V dans un espace vec-
toriel V. S’il existe un vecteur u; et une combinaison linéaire c1,ca, . . ., c, tel qu’on
puisse s’écrire

U; = c1Uy + Coliz + -+ - + Cplin,
alors on dit que les vecteurs U1, Us, . . . , U, sont liés. Si une telle combinaison n’existe
pas, alors on dira que les vecteurs sont linéairement indépendants.

Indépendance linéaire

Exemple 1.4. Soient les trois vecteurs suivants dans R®
Ul :(1a 17 27 27 3)

(5,4,3,2,1)

(4,3,1,0,-2).

U

uis

Est-ce que ces vecteurs sont linéairements indépendants ?
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Indépendence linéaire

Théoreme 1.5. Une famille de vecteurs iy, Us, - . . , i, est linéairement indépendante
si et seulement si l’identité

0 = ¢y + caliy + -+ - + Cpily,
implique que ¢c; = co = --- = ¢, = 0.
Indépendence linéaire
Exemple 1.5. Montrez que la famille de polynome

p1(x) =1+ x,
po(z) =z + z2,
p3(x) =z + 23,

est linéairement indépendante dans P3.

Indépendence linéaire
Définition 1.6. Soit le sous-espace vectoriel [Uy,Us, ..., U,] de V. On appelle alors

Uy, Ua, . . . , Uy un systéme générateur. Si iy, Us, . . . , U, sont linéairement indépendants,
on dira qu’ils forment un systéme générateur libre.

Exemple 1.6. Trouvez un systeme générateur libre pour le sous-espace vectoriel

W:{(x,y,z,w)€R4 -3z —2y+w=0et

x+y—2z+3w:0}CR4.

Principe du rejet

Définition 1.7. Soit le sous-espace vectoriel W = [y, Us,...,U,] de V. Si un des
vecteurs, disons Uy, est une combinaison linéaire des n — 1 autres vecteurs,

Up =crtly + -+ cp_1Up_1 + Ck+1ﬁk+1 + -+ Cplin,
alors
W =1, .., Uk—1,Upt1,---,Un)
Exemple 1.7. Trouvez un systeme générateur libre pour le sous-espace vectoriel

W = [x+x2,1+2x2,1—x+m2] c P2
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Principe du rejet

Théoreme 1.8. De rout systeme générateur on peut extraire un systéme générateur
libre.

Preuve Soit un systéme générateur [, . . ., @,] d’un espace vectoriel W. S’il n’est
pas déja libre, alors il existe des constantes c1, co, . . ., C,, nON tous nuls, telles que

0=ciily + -+ cpiin.

Si ¢x # 0, alors

L Ck—1 - Cht1 - Cn -,
Uy = ——1ip — -+ — Up—1 — Upy1 — - — — Uy
Ck ck ck Ck

et le principe du rejet s’applique. On répete jusqu’a ce qu’on ait un systeme générateur
libre.

Principe du rejet

Théoreme 1.9. Les vecteurs iy, Us, . . . , U, sont linéairements indépendants si et seule-
ment si tout vecteur U € [y, U, . .., Uy,) ne peut s’écrire

U = iy + cpiiy + -+ - + Cpilly,
que de maniére unique.

Preuve Supposons que les i1, .. ., i, sont linéairement indépendants. Soit ¥ € V'
quelconque et deux combinaisons linéaires

Si on prend la différence, alors

0= (a1 — bl)’ljl + -4 (an — bn)ﬁn

Preuve du Théoreme 1.9 (Suite)
Puisque les vecteurs sont linéairement indépendants, on déduit

(ap —b1) =0, (aa —b2) =0, -~ (an —by) =0,
c-a-d a; = b; et les deux combinaisons linéaires sont identiques.
Supposons que 1’écriture de tout v € V' est unique. Alors, si ¥ = 0, on trouve
0=ciiy + -+ Cpiin.

La seule facon d’écrire ceci serait de choisir¢c; = 0,c2 =0,...,¢, = 0.
Fin de la preuve
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Principe du rejet
Exemple 1.8. Obtenez un systeme générateur libre pour

W:{(x,y,z)eRg —5m+y+2z:0}.

2 Base et dimension
Dimension finie et infinie

Définition 2.1. Un espace vectoriel V est de dimension finie s’il posséde un systeme
générateur fini. Sinon, on dit que V est de dimension infinie.

Exemple 2.1. L’espace R™ est de dimension finie.

R™ est de dimension finie car R™ = [é}, €3, ..., €,] ol
1 0 0
. 0 . 1 B 0
1= 9 2 = : 9 e €p =
0 0 1

Dimension finie et infinie

Exemple 2.2. L'espace P™ est de dimension finie.

T

P™ est de dimension finie car P = [1,z,22%,...,2"].

3

Exemple 2.3. L’espace P de tous les polynomes est de dimension infinie.

Dimension finie et infinie

Exemple 2.4. Lespace L?([—1,1]) est de dimension infinie.
En fait, les fonctions

1,sin7x, sin 27a, . . .
COS T, COS 2T, . . .
sont une famille infinie de vecteurs linéairement indépendants dans L?([—1,1]) (Nous

serons en mesure de démontrer ceci plus tard dans le cours). Ceci implique qu’il ne
peut pas exister de systeéme générateur libre fini.
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Dimension finie

Définition 2.2. Une famille de vecteurs 1,1, - - - , U, dans 'V s’appelle une base si
(l) V= [ﬁhﬁQ? ey ﬁn]’
(ii) les vecteurs sont linéairement indépendants.

Une base de V' c’est la méme chose qu’un systeme générateur libre de V.

Exemple 2.5. Montrez que (1,2,1),(2,9,0), et (3,3, 4) forment une base de R3.

Dimension finie

Théoreme 2.3. Toute base d’un espace vectoriel V de dimension finie posséde le méme
nombre de vecteurs.

Définition 2.4. La dimension d’un espace vectoriel est égal au nombre de vecteurs
dans une de ces bases.

Exemple 2.6. Montrez que P? est un espace de dimension 4.

Preuve du Théoréme 2.3
Soient deux bases de V/, disons

Uy, Uy« - vy Unp,
et
V1,02, .., Unm,

avec n < m. Alors chaque chaque ¥; s’écrit dans la base des ;, selon

Uy = a;1U1 + apts + - + ajpty,, 1=1,2,...,m.

Preuve du Théoréme 2.3 (suite)
Maintenant, on vera que les v, . . . U, ne sont pas linéairement indépendants. Soient
des constantes c1, ca, . . . , ¢y, telles que

—

0 =c1U1 + cals + - + CnUm
=c1 (a1 + aralia + -+ - + a1nTy)
Cm (amlﬁl + Qpotis + -+ - + amnﬁn)
=(c1a11 + c2a21 + -+ + Cm1 ) Uy

+ (Claln + Co2Q2n R Cmamn>ﬂn~
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Preuve du Théoreme 2.3 (suite)
Puisque les 1, . . ., i, sont linéairement indépendants, alors

0 =cra11 + c2a21 + - + CrGm1

0 =cra12 + coa22 + -+ - + Cram2

0 =cra1n + c2a2, + -+ + CnGmn.

Ceci nous donne n équations pour m > n inconnues. Il existe nécessairement un
nombre infini de solutions. En d’autres mots, il existe des ¢y, . . ., ¢,,, non tous nuls tels
que

6: C1U1 + el + - -+ + Cp U -

Les vecteurs 7, . . . , U,, sont linéairement indépendants.
Fin de la preuve

Dimension finie

Exemple 2.77. Trouvez une base de
W = {(a:,y,z,w) eRY 2 —y—w=0
Y+ 22 + 3w = 0}

et de W+, Donnez la dimension de ces deux sous-espaces vectoriels de R*.

Dimension finie

Théoréme 2.5. Soit un espace vectoriel V' de dimension n et {uy, s, ..., Uy} un
ensemble quelconque de n vecteurs de V.
(i) siiy,Us,..., U, sont linéairement indépendants, alors ils forment une base ;
(ii) sity,Us,...,U, sont un systeme générateur, alors ils forment une base.

Exemple 2.8. Est-ce que les polyndmes de Tchebychev
To(x) =1, Ti(z) =z, To(x)=22>—1, T3(x) = 42> — 3z,

forment une base de P? ? Vous pouvez supposer que dim(P3) = 4.

Théoreme de la base incomplete

Théoreme 2.6. Soit un espace vectoriel V' de dimension finie et W un sous-espace
vectoriel de V. Les propriétés suivantes tiennent
(i) dim(W) < dim(V);
(ii) si dim(W) = dim(V') alors W =V ;
(iii) si dim(W) = m, dim(V') = n et m < n, alors toute base {Uy, Up, . .., Umn}
de W s’étend en une base de V' a I’aide de n — m vecteurs dans V' \ W, disons
W41y U2y - « - Une
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Théoreme de la base incompleéte
Exemple 2.9. Soit le sous-espace vectoriel

W=[i+]+ki-k CR.
Trouvez une base de W et étendez cette base pour obtenir une base de R3.
Théoreme de la base incomplete
Exemple 2.10. Sachant que les polyndmes de Tchebychev

To(z) =1, Ti(z) =z, To(x) =22 —1,

forment une base de P2, étendez cet ensemble afin d’obtenir une base de P*.

3 Espaces vectoriels avec un produit scalaire

Rappel
Définition 3.1. Soit un espace vectoriel V' et une fonction
2V xV —R.

On dit qu’elle définit un produit scalaire si elle satisfait les conditions suivantes :

U=
iii) ¢(i- V) = (ct) - ¥ =14 - (cv),
iv) i-u>0ett-u=0sietseulement si i = 0.
Définitions

Définition 3.2. Soit un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
On dit que 1 et U sont orthogonaux si i - v = 0.
La norme est ||ii||? = @ - .
Un vecteur U est unitaire si ||t]| = 1.
Un ensemble de vecteurs {1, Us, . .., U, } est dit orthogonal si

— —

U;-u; =0, quandi# j.

Un ensemble de vecteurs {iiy, s, ..., U, } est dit orthonormal s’il est orthogo-
nal et si chaque vecteur est unitaire.
On pourra donc parler de base orthogonale et de base orthonormale.

Exemples
Exemple 3.1. Montrez que .
{i,5,k}

est une base orthonormale de R3.
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Orthogonalité et décompositions

Théoreme 3.3. Soit V un espace vectoriel de dimension n muni d’un produit scalaire.
Si {uy,Us, ..., Uy} est une base orthonormale, alors tout vecteur ¥ € V s’écrit de
maniére unique

Orthogonalité et décompositions
La formule du Théoreme 3.3 peut se réécrire de la maniere suivante :

o (U -7) Uy - V) Up, - V)
:||v||((ﬂ1 ﬂ)U1+ (ﬂz ﬂ)U2+"' (ﬂniﬂ)un)
19| | 19|z i

=13 (cos(@l)ﬁl + cos(f)dz + ... + cos(an)ﬁn)

ol 6; est I’angle entre ; et v.

Preuve du Théoreme 3.3
Puisque {1, ds,...,d,} est une base, alors on sait qu’il existe des constantes
c1,Ca, ..., Cy telles que

U= Clﬂl +6217:2 + - +Cnﬁn

11 suffit de montrer que ¢, = Uy - Upourk =1,...,n.

On calcule

—

ﬁk 'U:ﬁk . (Clﬁl +02ﬁ2+~~~+cnﬁn)
=c1Uy, - Uy + CoUy, - U + -+ + Cply - Up
=10+ 4 0+ cplipty +0+---+0

=CL.
Orthogonalité et décompositions
Théoreme 3.4 (Généralisation du Théoreme 3.3). Soit V' un espace vectoriel de di-

mension n muni d’un produit scalaire. Si {ty,Us, ..., U, } est une base orthogonale,
alors tout vecteur v € V s’écrit de maniére unique

0]

I
!
2L
=
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Preuve du Théoreme 3.4

Si {iy, s, ..., u,} est une base orthogonale, alors les vecteurs
. (TR ) . i,
w1 = J , Wa = J gy Wn = —
[ | [ 2| [

sont unitaires et forment une base orthogonale.
Si on applique le théoréme précédent a la base {w, Ws, . .., Wy, }, on trouvera

7 =(y - V)i + (W - By + -+ + (W, - T)d

i 7) | (-7 i, 7)
(@), (@D (@),
[ ] [ a2]| [[n]|

Uy + -+

ce qui est la formule que I’on cherchait a démontrer.

Orthogonalité et décompositions

Théoreme 3.5. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Tout ensemble
orthogonal de vecteurs non-nuls est libre.

Proof Soit un ensemble de vecteurs orthogonaux {7y, @s, . .., U, } et
W = [ul,ﬂz, cee ,un}.

Selon le Théoréme 3.4, tout vecteur ¥ € W s’écrit de maniére unique par rapport a cet
ensemble, donc I’ensemble doit étre libre.

Exemples
Exemple 3.2. Montrez que
(T+7+k—i+k—i+2]—k}

est une base orthogonale de R?. Décomposer i = i+ ;’dans cette base.

Exemples

Exemple 3.3. Montrez que
{(1,1,1),(0,1,-1),(-2,1,1)}

est une base orthogonale de R3. Décomposer @ = (1,2, 6) dans cette base.
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4 Le procédé de Gram-Schmidt

Procédé d’orthogonalisation

Théoreme 4.1. Tout espace de dimension finie possede une base orthogonale (ou or-
thonormée, si vous préférez).

Preuve La preuve est constructive et elle est basée sur le procédé de Gram-Schmidt.
Soit une base {1, Ua, . .., i} de V. On pose d’abord

€1 =uy,
S o .S - Ug - €1,
€2 =U2 — prOJé»] U2 = U2 — TS5 75 3 €1.
€]l
Preuve du Théoréeme 4.1
On observe que si €2 = 0, alors nécessairement

g€,
TS Ul = U2
€12 ’

c’est a dire que us serait un multiple de ;. Impossible. Donc €5 # 0. Si on connait k
vecteurs €7, . . ., € orthogonaux qui engendrent le sous-espace vectoriel [y, . . ., U],
alors nous montrerons comment construire un nouveau vecteur €y 1, orthogonal aux
vecteurs précédants et tel que

[517 ) €k7 é’k-’rl} = [ﬁlv s 711]67 Uk-ﬁ-l}-
On pose
€k+1 =Uk+1 — Projg, Uk41 — * -+ — Projg, Uk+1
. Upt1 - €1 Upt1 - €k
=Uk41 — o9 €1~ T o5 Cke
llex]l? l[€w]?

Preuve du Théoreme 4.1
Il reste a montrer que

€rt1-€1 =0, , €41 - E.

et que €;+1 # 0. On calcule

L. o (s Up1 - €1 Ukt1 * €k
e] *€L41 76] c\Uk4+1 — Wel — s — W@k
I Ut €,
:€j'Uk,+1—0—"'—HT”2]€j'€j— 0
J

:gj cUE+1 — Uk41 - gj =0.
Si €41 = 0, alors
/&:k+l € [gl7~-~7€k] = [’le"aﬁkL

mais 1, - - - , U471 sont lin. indép ! Contradiction, donc €j41 # 0.
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Exemples

Exemple 4.1. Soit la base

{(1.1,1),(1,1,0),(1,0,0)}
de R3. Utilisez le procédé de Gram-Schmidt pour construire une base orthogonale de

R3.

Exemples

Exemple 4.2. Soit P2, I’espace des polyndmes de degré au plus 2 avec le produit
scalaire

pq= / p(z)q(z) dz.

-1

A partir de la base
{1, T, x2}

de P2, appliquez le procédé de Gram-Schmidt afin de construire une base orthogonale
de P2,

Orthogonalité et produit scalaire

Définition 4.2. Soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors on définit
wt={sev|sa=oview}

le complément orthogonal de W dans V.

Théoreme 4.3. L’ensemble W est un sous-espace vectoriel de W.

Orthogonalité et produit scalaire

Théoreme 4.4. Soit W un sous-espace vectoriel de V de dimension k avec une base

{wl,w2,.,wk}
Alors
le{ﬁev Ty =0, -y = 0, ,17-u7k:O}
Preuve Si un vecteur
vt =0,...,0 U =0,

alors
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Orthogonalité et décompositions

Théoreme 4.5. Etant donné un sous-espace vectoriel W de dimension k d’un espace
vectoriel de dimension n, alors tout vecteur v € V s’écrit de maniére unique

¥ = projy, U + projyr. v,
avec projy, U et projy,. v € W,

Théoreme 4.6.
dim(V) = dim(W) + dim(W™).

Orthogonalité et décompositions

Théoreme 4.7. Sous les mémes conditions que le théoreme précédant mais connais-
sant une base orthogonale {iy, ..., iy} de W, alors la décomposition ¥ = projy, U+
projyy. U s’écrit

L (@ ev) (U T) (k- V)
Projyw v = == Uy + ——= Uy + -+ ——5 Uk
YT @l T @l 2

De plus,
Projyy . U = ¥ — projy, .

5 Bases et représentations

Objectifs

Dans cette section, nous verrons plusieurs choses.

i) Comment représenter tout espace vectoriel comme R”.

ii) Comment relier ces représentations.

iii) Comment identifier I’indépendance linéaire dans ces représentations.

Bases

Définition 5.1. Soit une base ordonnée B = (bl, bay..y bn) de V. Alors tout vecteur
U € V s’écrit de maniére unique

T = c1by + Caby + - + Cuby.

On appelle le vecteur colonne

la représentation de U dans la base B.
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Exemples

Exemple 5.1. Soit B = (1,z,2?) et C = (1 + 2,1 — 2,7 + 2?), deux bases de P2.
Alors, pour p(z) = 1 — 2x + 522 calculez

[plB et [plc-

Linéarité de la représentation

Théoreme 5.2. Si B est une base ordonnée de V, alors pour tout iy, Uy € V et tout
c1,c0 ER, ona

[c1U1 + cotla) B = c1[th] B + c2[ta] B

La représentation d’une combinaison linéaire est égale a la combinaison linéaire
des représentations. En d’autres mots, 1’addition et la multiplication dans V' se fait la
méme maniere que dans R™.

La représentation de V' dans R"™ conserve la structure vectoriel de V.

Représentation du produit scalaire

Théoreme 5.3. Soit V un espace vectoriel de dimension n muni d’un produit sca-
laire et d’une base orthonormale B. Alors le produit scalaire se calcule de la maniére
suivante :

U-U= [ﬁ]B[U}B = U1v1 +UQ’U2+"‘+’LL7L’Un,

ou

T

[ﬁ]B:[ul,u2,...,un] , et [ﬂBZ[Ul,Ug,...,Un]T.

N

La représentation de V' dans R™ a I’aide d’une base orthonormale, renvoie le pro-
duit scalaire sur V' au produit scalaire canonique de R".

Représentations

Conclusions

i) A I’aide d’une base, tout espace vectoriel peut étre identifié a R”.

ii) A I’aide d’une base orthonormale, la géométrie d’un espace vectoriel peut étre
identifié a celle de R™.

iii) La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie caractérise entierement
I’espace.

Matrice de transition
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Définition 5.4. Soient deux bases ordonnées B = (l;l, by, ... , En) etB' = (5’17 5’2, .. ,b;)

de V. Alors il existe n> nombres a;j tels que

5/1 Zangl + aglgg + ...+ anlgn

5/2 :alggl + a2252 + ...+ angl_;n

—

b, =a1nb1 + azpbs + ... + Gnnby.

Matrice de transition (suite)
La matrice de transition de B’ a B s’écrit

aj; a2 QA1n

a1 422 a2n =, - -,
sPp = . = |: [bl]B [bQ]B [ ]B

anl1  ap2 crr Gpn

-,

ol I’on doit interpreté les vecteurs [b}] 5 comme les colonnes de la matrice de transition
de B’ a B.

Matrice de transition

Théoreme 5.5. Si B et B’ sont deux bases ordonnées d’un espace vectoriel V, alors
pour tout @ € V on a lidentité

[i]p = pPp i)

Exemples

Exemple 5.2. Soit B = (1,z,2%) et C = (1 + 2,1 — z,x 4+ 2?), deux bases de P?.
Alors, calculez ¢ Pp et g Pc.

Matrice de transition

Théoreme 5.6. Si A, B, et C sont trois bases ordonnées d’un espace vectoriel V, alors
(i) AP -pPa=1;
(ii) aPp-pPc = aFc.

Exemples

Exemple 5.3. Avec les bases B = (1,z,22) et C = (1 + 2,1 — 2,z + 2?) de P2,
calculez

[plc
ot p(z) =5 — 3z + 222
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Exemples

Exemple 5.4 (Exemple 2.4 du livre). Soit A = (i—k,i+j+k,i)et B = (2i+k,4i+
k, 3; + 4k), deux bases de R3. Alors, calculez 4 Pg.

6 Matrices orthogonales
Définition
Définition 6.1. Soit une matrice carrée A dont les vecteurs colonnes sont (a1, ds, . . . , dp ),

c-a-d que A s’écrit

Si les n colonnes forment une base orthonormale de R" selon le produit scalaire
standard, alors on dira que A est une matrice orthogonale.

Une réécriture

Théoreéme 6.2. Une matrice

ay - ay 51'52 dl C_in 1 0 0
ag dl 62 62 62 dn 0 1 0
Gp @1 Gn- G2 o G- din 00 - 1

En d’autres mots, A est orthogonale si et seulement si

AT A=1 oubien A™'=AT.

L’exemple canonique

Théoreéme 6.3. Soient deux bases ordonnées orthonormales B = (bl, ba, ..., bn) et
C= (51, Coyeves 6n) de V. Alors la matrice de transition g Pc est orthogonale.

L’exemple canonique
Preuve du Théoreme 6.3 Si les nombres a;; sont tels que
¢ =a1by +aziby + - + aniby

Co =a12b1 + agobs + - + ana2by

En :alnbl + a2nb2 +---+ annbn
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alors
aix ai2 - Qip
a1 Qa22 A2n I .
BPc = . . . :[al ag - an]
anl1 Ap2 - Qpp

I’exemple canonique
Preuve du Théoréme 6.3 (suite) La base C est orthonormale, donc

L. 1 sii=y,
g . =
Y 0 sii#0.

Explicitement, on déduit

Ci - :(alibl +agiby + -+ anibn> : (aljbl +agjby + - + anjbn)
=a1;a15 + G2iG25 + -+ CniGnj
=a; - G;.
En d’autres mots, les colonnes de A forment un ensemble orthonormale. La matrice A
est orthogonale.
Propriétés
Théoreme 6.4. Soit une matrice orthogonale, alors

det(A) = £1.

Preuve Utilisant le fait que det(AB) = det(A) det(B) et det(AT) = det(A), on
trouve

1= det(I) = det(A- A~") = det(A - A7) = det(A) det(AT) = (det(A))”.



